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Let p be an odd rational prime, and LK a totally ramified finite abelian exten-
sion of p-adic fields. Let G denote the Galois group of LK. For each ideal I of the
valuation ring of L we study its ‘‘associated order’’ EndQp[G](I ) with respect to
Qp[G]. This order is a natural operating ring for the ideal I, and is an important
invariant of its Zp[G]-structure. We show that unless G is cyclic no such order can
contain any idempotent of Qp[G] which does not already lie in Zp[G]. This is a
strong restriction on the possible structures of arithmetical associated orders. We
also describe an algorithm for the explicit computation of associated orders which
can in many cases be implemented effectively on a computer. In this way we are
able to compute explicit examples of arithmetical associated orders which falsify a
conjecture previously made by the second named author.  1996 Academic Press, Inc.
1. Einleitung
Sei p eine rationale Primzahl. Fu r einen p-adischen Zahlko rper F
bezeichne OF den Ring der ganzen Zahlen in F, pF das maximale Ideal von
OF und eF den Verzweigungsindex von OFZp . Sei L ein endlicher, abelscher
Erweiterungsko rper des p-adischen Zahlko rpers K, GLK die zugeho rige
Galoisgruppe und [G (i )LK]i&1 , bzw. [GLK, (i )]i&1 die Verzweigungs-
gruppenreihe in oberer, bzw. unterer Numerierung. Es gilt G (0)LK=
G (1)LK_CLK , wobei G
(1)
LK die p-Sylowuntergruppe von G
(0)
LK und CLK eine
zyklische Untergruppe ist. Wir setzen PLK=G (1)LK . Sei E ein Unterko rper
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von K. Der Ko rper L ist ein freier E[GLK]-Modul vom Rang [K : E].
Ferner wirkt der ganzzahlige Gruppenring OE[GLK] in natu rlicher Weise
auf jedes gebrochene OL-Ideal pkL , k # Z. Die OE[GLK]-Struktur jedes
solchen Ideals ist jedoch ho chst kompliziert. Sogar in dem sehr speziellen
Fall, da? OE[GLK] von endlichem Darstellungstyp ist, kennt man die
Struktur von OL als OE[GLK]-Modul nur teilweise (siehe [16]), und im
allgemeinen Fall scheint ihre explizite Beschreibung ein kaum fa?bares
Problem darzustellen (siehe etwa [10]).
Fu r jedes Paar von Idealen pk1L und p
k2
L sei A(E[GLK]; k1 , k2) der
OE[GLK]-Modul der Elemente * von E[GLK], die der Bedingung
*(pk1L )p
k2
L genu gen. Besonders interessant ist der Fall k1=k2 , wo
A(E[GLK]; k1 , k2) eine OE-Ordnung ist, die sogenannte assoziierte
Ordnung von pk1L in Bezug auf E[GLK]. In diesem Fall setzen wir
A(E[GLK]; k1) :=A(E[GLK]; k1 , k1). Explizite Beschreibungen von
assoziierten Ordnungen sind deshalb von gro?em Interesse, weil sie die
natu rlichen Operatorenringe fu r gebrochene Ideal darstellen. In diese
Richtung geho rend, hat man die folgende nu tzliche Eigenschaft.
Lemma 1.1 (Jacobinski [14], Berge [2]). Fu r alle Zahlen i und j gilt
A(E[GLK]; i, j )=A(E[G (0)LK]; i, j )OE[G(0)LK]OE[GLK].
Wir ko nnen also ohne Einschra nkungen voraussetzen, da? LK rein-
verzweigt ist. Fu r jede abelsche Gruppe 1 bezeichnen wir mit 1 - die
Charaktergruppe Hom(1, Qcp). Die OK-Algebra OK [CLK] ist vollsta ndig
zerlegbar, d.h. die Menge der Idempotente [e/ : / # C -LK] stellt eine
OK-Basis dar. Daher kann jedes OK[GLK]-Gitter X als direkte Summe von
isotypischen Faktoren [X/ :=Xe/ : / # C -LK] zerlegt werden. Insbesondere
gilt
A(K[G (0)LK]; i, j )= 
/ # C-LK
A(K[PLK]; i, j )/ e/ ,
wobei fu r jeden Charakter / # C -LK und jeden Unterko rper EK,
A(E[PLK]; i, j )/ die Menge von Element * von E[PLK] bezeichnet, die
die Bedingung *(p iLe/)p
j
L erfu llen.
Der Einfachheit halber wa hlen wir jetzt einen absolut unverzweigten
Unterko rper E von K und untersuchen das Gitter A(E[PLK]; i, j )/ .
Abgesehen vom Fall, da? K selbst absolut unverzweigt ist, ist eine solche
Einschra nkung ebenfalls durch den Versuch motiviert, Analogien zu
bekannten Restultaten in der globalen, zahmen Situation zu erhalten. Hier
hat es sich als notwendig herausgestellt, mit Operatoren aus dem
rationalen Gruppenring zu arbeiten ([12]).
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Zur Abku rzung soll im folgenden O=OE geschrieben werden. Da O
absolut unverzweigt ist, wird die maximale O-Ordnung von E[PLK] als
O[PLK]-Modul von Untergruppenidempotenten erzeugt. Der Fall, da?
PLK zyklisch ist, ist einfacher zu behandeln, da hier die Gitter von
Untergruppen eine lineare Ordnung haben. Tatsa chlich kann man fu r
ziemlich gro?e Klassen von zyklischen Erweiterungen (falls etwa eK=1
gilt) explizite Beschreibungen der Gitter A(E[PLK]; i, j )/ finden
([1], [4]). Im allgemeinen ha ngt jedoch jedes dieser Gitter in einer sub-
tilen Weise von der Arithmetik der Erweiterung LK ab. Abgesehen von
einigen Spezialfa llen, die man ad hoc behandelt (cf. etwa [1], [4], [6],
[22]), gibt es immer noch keine expliziten Resultate.
In dieser Arbeit werden wir untersuchen, inwieweit die Menge der
assoziierten Ordnungen zu gebrochenen Idealen als Teilmenge aller
abstrakten O-Ordnungen in E[PLK] in irgendeiner Weise ausgezeichnet
ist. Das beste Resultat in dieser Richtung ist von Borevich und Vostokov.
In [3] und [23], [24] wird bewiesen, da? es im Fall einer reinverzweigten
abelschen p-Erweiterung ( p3) genau dann gebrochene OL-Ideale gibt, die
zerlegbare OK[GLK]-Moduln sind, wenn der Verzweigungsindex von LK
ein Teiler der Differente DLK von LK ist. Falls also LK eine abelsche,
nicht-zyklische Erweiterung und = das Trivialelement von C -LK ist, so kann
die Ordnung A(K[PLK]; k)= keine nicht-trivialen Idempotente enthalten.
Spa ter hat Fro hlich unter Verwendung der kanonischen Faktora quivalenz
zwischen OL und OK[GLK] beobachtet, da? fu r jeden Charakter / # C -LK
die Ordnung A(E[PLK]; 0)/ nicht maximal ist (siehe etwa [13], (2.4)).
Wa hrend der Beweis von Borevich und Vostokov sehr technisch und speziell
auf p-Gruppen zugeschnitten ist, ist Fro hlichs Resultat von indextheo-
retischer Natur und fu hrt nicht zu einer tieferen Analyse der assoziierten
Ordnungen.
In diesem Artikel benutzen wir nur einfache Verzweigungstheorie um zu
zeigen, da? im Fall p3 fu r jede Zahl k und jeden Charakter / # C -LK die
Ordnung A(E[PLK]; k)/ keine nicht-trivialen Idempotente enthalten
kann. Fu r jede Primzahl p3 ist dieses Resultat offensichtlich viel sta rker
und allgemeiner als Fro hlichs Bemerkung. Fu r eK>1 ist es jedoch a priori
schwa cher als eine Aussage u ber die Unzerlegbarkeit. Das Resultat gilt
nicht im Fall p=2.
Aus unseren Betrachtungen zu den Idempotenten in 9 3 wird ersichtlich,
da? eine explizite Beschreibung assoziierter Ordnungen selbst im einfachsten
nicht-zyklischen Fall sehr schwer ist. Daher stellen wir in Abschnitt 4 ein
Verfahren zur expliziten Berechnung von assoziierten Ordnungen vor.
Dieses Verfahren wurde unter Verwendung des Programmsystems KANT
([19]) auf einem Rechner implementiert. Als konkrete Anwendung unseres
Algorithmus berechnen wir alle auftretenden assoziierten Ordnungen in
einer gewissen voll wildverzweigten Galoiserweiterung vom Grad 9.
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Insbesondere erhalten wir ein Gegenbeispiel zu einer Vermutung des
zweitgenannten Autors in [4], 9 4.3 (siehe auch [5]).
Die Idee zu dieser Arbeit entstand wa hrend eines gemeinsamen
Forschungsaufenthalts im Februar 1994 am Fields Institut in Waterloo,
Kanada. Die Autoren mo chten sich an dieser Stelle sehr herzlich bei den
Mitarbeitern des Fields Instituts fu r ihre Gastfreundschaft bedanken.
2. Einige Vorbemerkungen
Wir setzen ab jetzt voraus, da? LK fest gewa hlt ist. Zur Abku rzung soll
G (i )=G (i )LK , Gi(i )=GLK, (i ) , und C=CLK geschrieben werden. Ferner
setzen wir auch P=G (1) und r=*C.
Da OZp unverzweigt ist, werden die primitiven Komponenten der Wed-
derburnzerlegung der E-Algebra E[P] durch die Klasseneinteilung von P-
parametrisiert. Dabei geho ren zwei Charaktere derselben Klasse an, wenn
sie dieselbe zyklische Untergruppe von P- erzeugen. Da sa mtliche
Charaktere einer Klasse D denselben Kern haben, setzen wir QD=ker / fu r
einen beliebigen Charakter / # D. Im Fall QD{P sei Q$D die eindeutig
bestimmte Untergruppe von P mit QD<Q$DP und *(Q$D QD)=p. Die
primitiven Idempotente von E[P] sind nun durch das zur trivialen Klasse
geho rende Idempotent eP , sowie durch die Idempotente eD :=eQD&eQ$D fu r
jede nicht-triviale Klasse D, gegeben. Fu r alle Klassen D wa hlen wir ein
Element gD # P"QD , das die Bedingung
P=QD(gD)
erfu llt und setzen fD=gD&1. Sei M(O, P) die maximale O-Ordnung in
E[P]. Die folgende Tatsache ist wohlbekannt (und einfach zu beweisen).
Lemma 2.1. Fu r jede Klasse D hat die Ordnung M(O, P) eD als O-Basis
die Menge
[ f iDeD : 0i*D&1].
Wegen
A(E[P]; k)/M(O, P)=
D
M(O, P) eD
und Lemma 2.1 gilt unser Hauptinteresse zuna chst den Untergruppenidem-
potenten und den Elementen von O[P] mit Augmentation Null. Dazu
mu ssen wir etwas genauer auf die Charaktergruppe C - eingehen. Sei 6 ein
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uniformisierender Parameter fu r L. Die Abbildung g [ 6 g6 (wobei g # G )
induziert einen von der Wahl von 6 unabha ngigen Isomorphismus %0
zwischen C und einer Untergruppe der Einheitswurzeln des Restklassen-
ko rpers von K. Sei % das eindeutig bestimmte Element von C -, das den
Isomorphismus %0 liefert. Also wird C - von % erzeugt und man kann jedem
Charakter / # C - durch die Bedingung
/=%&u/
eindeutig eine Zahl
u/ # [1, 2, ..., r]
zuordnen. Sei vL die normierte Bewertung von L. Fu r jeden Charakter
/ # C - und jede Teilmenge XL, die der Bedingung e/(X ){0 genu gt,
definieren wir
mL, /(X ) :=Minimum[vL(e/x) : x # X ].
Lemma 2.2. (i) Ist / ein Element von C -, so gilt fu r jedes von Null
verschiedene Element x der Menge e/(L)
vL(x)#&u/ modulo (r).
Insbesondere gilt fu r jedes k # Z
mL, /(pkL)=k+$L, /(k),
wobei $L, /(k) durch 0$L, /(k)r&1 und k+$L, /(k)#&u/ modulo (r)
eindeutig festgelegt ist.
(ii) Ist H eine Untergruppe von G und F=LH, so gilt
vF(TrH(I ))=_ 1*H \vL(I )+ :i0 (*(G(i ) & H )&1)+&
und
vF (I H)=vL(I )*H | .
(iii) Im Fall g # G(i )"G(i+1) und mL, /(pkL)=d gilt
mL, /((g&1) pkL)={d+r+i,d+i,
falls p | d,
falls p |% d.
(iv) Fu r *G=p ist die Sprungnummer von [G (i)LK]i0 durch
eK p(p&1) beschra nkt.
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Beweis. Aus der Definition von % folgt, da? fu r jedes von Null
verschiedene Element x # L die Ungleichung vL(e/ x)vL(x) gilt, mit
Gleichheit genau dann, wenn /=%vL(x). Hieraus leitet sich die Aussage (i)
ab. Die Punkte (ii) und (iii) sind wohlbekannt und (iv) ist das Resultat von
etwa ([20], IV, 9 2, Exercise 3). K
3. Zu den Idempotenten
In diesem Abschnitt beweisen wir
Satz 3.1. Sei k # Z, p3 eine Primzahl und P eine abelsche, nicht-
zyklische p-Gruppe. Dann entha lt die Ordnung A(E[P]; k)/ keine nicht-
trivialen Idempotente.
Wie das folgende Beispiel zeigt, ist dieses Resultat im Fall p=2 falsch.
Beispiel 3.2. Sei LQ eine absolut-abelsche Erweiterung, die ein
gebrochenes OL-Ideal AL mit A2L=D
&1
LQ hat. Selbst im Fall, da; die
Verzweigungsgruppe I an der Stelle p=2 nicht-zyklisch ist, la ;t dieses Ideal
AL die maximale Z-Ordnung von Q[I ] als Operatorenring zu (siehe etwa
([9], Appendix A)).
Wir fu hren den Beweis von Satz 3.1 auf den einfachsten Fall zuru ck
Lemma 3.3. Sei p eine Primzahl (ohne Einschra nkung). Ist P abelsch und
nicht-zyklisch und A(E[P]; k)/ eine Ordnung, die ein nicht-triviales Idempo-
tent entha lt, dann gibt es einen nicht-zyklischen Subquotienten P der
Ordnung p2 von P und eine Ordnung A(E[P ]; l)/ , die ebenfalls ein nicht-
triviales Idempotent entha lt.
Beweis. Wir beweisen Lemma 3.3 durch Induktion nach *P. Ist I ein
gebrochenes OL-Ideal, das eine Wirkung von einem Idempotenten e # E[P]
zula ?t, dann ist fu r jede Untergruppe RP das gebrochene OLR -Ideal eR I
stabil unter der Wirkung des Idempotenten eeR # E[P] eR=E[PR]. Es
genu gt also im Fall *Pp3 zu beweisen, da? es fu r jedes nicht-triviale
Idempotent e # E[P] entweder eine Untergruppe R<P gibt, fu r die die
Faktorgruppe PR nicht-zyklisch ist und fu r die eeR{0 und eeR{eR gilt,
oder aber da? e bereits in E[P$] fu r eine echte, nicht-zyklische
Untergruppe P$ von P enthalten ist.
Zuerst nehmen wir an, da? fu r jede Untergruppe Q der Ordnung p die
Faktorgruppe PQ nicht-zyklisch ist. Nun gibt es wegen e{0 eine
Untergruppe R0 der Ordnung p, die die Bedingung eeR0{0 erfu llt. Im Fall
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eeR0{eR0 sind wir fertig. Im Fall eeR0=eR0 folgt, da? das primitive Idem-
potent eP in e enthalten ist. Dann gilt aber eeR{0 fu r alle Untergruppen
R der Ordnung p. Wir fu hren nun den Beweis indirekt. Angenommen es
gilt eeR=eR fu r alle Untergruppen der Ordnung p. Dann sind aber alle
primitiven Idempotente in e enthalten und deshalb gilt e=1-Widerspruch.
Wir betrachten nun den Fall, da? es eine Untergruppe R der Ordnung
p gibt, fu r die die Faktorgruppe PR zyklisch ist. In diesem Fall gilt
P=(a)_(b) , wobei a (bzw. b) ein Element der Ordnung pm(m>1)
(bzw. p) bezeichnet. Nun setzen wir R0=P p
m&1
=(a pm&1). Da PR0 nicht-
zyklisch ist, nehmen wir an, da? entweder eeR0=0 oder eeR0=eR0 ist.
Andererseits kann man zeigen, da? 1&eR0 eine Summe von primitiven
Idempotenten von E[P] ist, die in E[(a pm&1, b)] enthalten sind. Also
la ?t in diesem Fall das Ideal I eine Wirkung des Idempotents
e=eeR0+e(1&eR0) # E[(a
pm&1, b)] zu. Die Gruppe (a pm&1, b) is aber
nicht-zyklisch der Ordnung p2. K
Es genu gt also, Satz 3.1 im Spezialfall P nicht-zyklisch der Ordnung p2
zu beweisen. Fu r solche Erweiterungen werden die p+1 Untergruppen von
P der Ordnung p mit P1 , P2 , ..., Pp+1 bezeichnet. Fu r die zugeho rigen
Untergruppenidempotente ePi schreiben wir kurz ei . Fu r jede Zahl
i # [1, 2, ..., p+1] wa hlt man ein Element gi$ # Pi"[1] (bzw. gi # P"Pi) und
setzt f i$=gi$&1 (bzw. fi=gi&1). Seien u1 , u2 die (mo glicherweise gleichen)
Sprungnummern der Verzweigungsgruppenreihe [G (i )]i1. Lemma 2.2(iv)
liefert nun ui=(eK p&$i)( p&1) fu r eine nicht negative ganze Zahl $i ,
i=1, 2.
Lemma 3.4. Sei p3 eine Primzahl, P eine nicht-zyklische Gruppe der
Ordnung p2 und A eine Ordnung vom Typ A(E[P]; k)/ .
Sei zuna chst p5. Dann gilt:
(i) f p&3i ei  A, falls Pi{G
(u1+1),
(ii) f p&4i ei  A, falls Pi=G
(u1+1).
Sei jetzt p=3 und entweder eK3 oder aber eK=2 und u2{3. Dann gilt:
(iii) fi ei  A, falls Pi{G (u1+1),
(iv) ei  A und ei&eP  A, falls Pi=G (u1+1).
Ferner gilt fu r alle p3 stets
(v) ep  A.
Bevor wir dieses Lemma beweisen, zeigen wir zuna chst, wie daraus
zusammen mit Lemma 3.3 der Satz 3.1 im Gro?teil der Fa lle folgt.
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Folgerung 3.5. Sei p3, P eine nicht-zyklische Gruppe der Ordnung
p2 und A eine Ordnung vom Typ A(E[P]; k)/ . Im Fall p=3 gelte zusa tz-
lich entweder eK3 oder eK=2 und u2{3. Dann entha lt A keine nicht-
trivialen Idempotente.
Beweis. Jedes Idempotent von E[P] ist vom Typ
:=$0, :eP+ :
p+1
i=1
$i, :(ei&eP),
wobei
[$i, : : 0ip+1][0, 1].
Sei nun : ein fest gewa hltes Idempotent. Wir nehmen an, da? : # A gilt,
und werden zeigen, da? hieraus entweder :=0 oder :=1 folgt. Wir setzen
c :=*[i : 1ip+1, $i, :=1].
Wegen
eP+ :
p+1
i=1
(ei&eP)=1 # A,
kann man c2&1( p+1) annehmen. Ist c=0 und :{0, so gilt :=eP-ein
Widerspruch zu Lemma 3.4(v). Ist andererseits c=1, so gilt entweder :=ei
oder :=ei&eP (fu r ein i # [1, 2, ..., p+1]), und daher fiei= fi: # A. Dies
widerspricht aber Lemma 3.4(i), (ii), (iii) oder (iv). Also ist c>1. Nun
ko nnen wir sowohl $i, :=1 fu r jedes i # [1, 2, ..., c] als auch Pc{G (u1+1)
annehmen. Also
: # A O \ `
c&1
i=1
f i$+ :=\ `
c&1
i=1
f i$+ ec # A.
Andererseits gilt
`
c&1
i=1
f i$ec#uf c&1c ec modulo f ccecO[P],
wobei u # O* eine Einheit bezeichnet. Hieraus folgt f c&1c ec # A. Wegen
c2&1( p+1) steht dies jedoch entweder im Widerspruch zu (i) oder (iii)
aus Lemma 3.4. K
Beweis von Lemma 3.4. Alle diese Aussagen folgen aus einfachen
Bewertungsberechnungen. Wir beweisen hier nur (i), (iii), und (iv). (Der
Beweis von (ii) verla uft a hnlich wie derjenige von (i) und (v) folgt mittels
einer leichten Rechnung unmittelbar aus 2.2.)
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Seien die Zahl k und der Character / fest gewa hlt. Zur Abku rzung sollen
im folgenden Xi = ei (pkL), Li = L
Pi, p i = pLi , 1i = GPi , Qi=PPi ,
vi (&)=vLi(&), und mi, /(&)=mLi , /(&) geschrieben werden. Au?erdem
setzen wir L0=LP. Die einzige Sprungnummer von [1 ( j)i ]j1 ist u1 , falls
Pi=G (u1+1), bzw. u2 , falls Pi{G (u1+1). Deshalb ist die Verzweigungsgrup-
penreihe in unterer Numerierung von 1i durch
1i=1i(0)1i(1)= } } } =1i(ru1)=Qi>1i(ru1+1)=1,
bzw.
1i=1i(0)1i(1)= } } } =1i(ru2)=Qi>1i(ru2+1)=1
gegeben. Insbesondere erfu llt jedes nicht-triviale Element q aus Qi die
Bedingung
q # {1i(ru1)"1i(ru1+1) ,1i(ru2)"1i(ru2+1) ,
falls Pi=G (u1+1),
falls Pi{G (u1+1).
(1)
Aus Lemma 2.2(i) und (ii) folgert man im Fall Pi{G (u1+1) die
Ungleichungen
mi, /(Xi)=_k+(1+u1r)( p&1)p &&eK pr+$Li , /(vi (Xi))
_k+ p&1&u1 rp &+u1r&eK pr+r&1
 kp|+u1r&eKpr+r&1. (2)
Zur Aussage (i): Da die Li-Bewertung von (pkL)
Pi durch W p&1kX
gegeben ist (Lemma 2.2(ii)), genu gt es zu zeigen, da? mi, /( f p&3i Xi)<
W p&1kX ist. Nun sind drei Fa lle zu unterscheiden:
(:) Fall: p |3 mi, /(Xi );
(;) Fall: p | mi, /(Xi ) und p |3 u2 ;
(#) Fall: p | mi, /(Xi ) und p | u2 .
Fall (:): In diesem Fall benutzen wir die Kongruenz
f pi #&pfi modulo (pf
2
i O[P]).
Aus dieser Kongruenz folgt zusammen mit Lemma 2.2 (iii)
mi, /( f pi Xi )=mi, /( fiXi )+vi ( p)=mi, /(Xi )+u2 r+eKpr,
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und daher
mi, /( f p&3i Xi )mi, /( f
p
i Xi )&3u2r=(mi, / (Xi )+u2r+eK pr)&3u2r.
Aber nach (2) ist diese Zahl kleiner oder gleich
kp|+r&1+(u1&u2) r&u2 r<kp| .
Fall (;): Nun ist $2>0. In diesem Fall betrachten wir das OL i-Ideal
X$i=Xipu2ri . Da mi, / (X$i)=mi, /(Xi )+u2r#u2r modulo ( p) ist, folgt aus
Lemma 2.2 (iii) zusammen mit (1)
mi, /( f p&3i X$i )=mi, /(X$i )+( p&3) u2r.
Also gilt
mi, /( f p&3i Xi )mi, /( f
p&3
i X$i )
=mi, /(Xi )+u2r+( p&3) u2r
kp|+u1r&eK pr+r&1+u2r+( p&3) u2r (wegen (2))
kp|&eK pr+r&1+( p&1) u2r
=kp|&eK pr+r&1+eKpr&$2r
=kp|+r(1&$2 )&1.
Wegen $2>0 ist diese Zahl kleiner als W p&1kX.
Fall (#): In diesem Fall betrachten wir das OLi-Ideal Xi"=Xip
r
i . Da
u2#0 modulo p ist, folgt aus Lemma 2.2 (iii) zusammen mit (1), da?
mi, /( f si Xi")#r modulo p fu r jede Zahl s0 gilt. Also ergibt sich
mi, /( f p&3i Xi )mi, /( f
p&3
i Xi")
=mi, /(Xi")+( p&3) u2 r
=mi, /(Xi )+r+( p&3) u2r,
und aus (2) folgt, da? diese Zahl kleiner oder gleich
kp|+u1 r&eK pr+r&1+r+( p&3) u2 r (3)
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ist. Nun ist
u1 r&eKpr+r&1+r+( p&3) u2r&eKpr+2r&1+( p&2) u2r
&eKpr+2r&1+( peK&$2) r&u2r
=(2&$2&u2) r&1,
und diese Zahl ist wegen p | u2 negativ. Also ist die Zahl in (3) kleiner als
Wp&1kX.
Zu den Aussagen (iii) und (iv). Aus Lemma 2.2 (iii) und (1) folgert
man mi, /( fiXi )mi, / (Xi )+r+u2r, und daher liefert die Ungleichung (2)
im Fall Pi{G (u1+1)
mi, /( fiXi )_k+(1+u1r)( p&1)p &&peK r+r&1+r+u2r
<_k+2+(3eK&$2) r3 &&3eKr+2r+\
3eK&$2
2
r+
=_k+2&$2 r3 &&\2eK&2&
3eK&$2
2 + r.
Hierans folgt nun mi, /( fi Xi )<Wk3X, falls 2eK&2&(3eK&$2)20 gilt.
Diese letztere Bedingung ist fu r eK4 offensichtlich erfu llt, aber auch fu r
eK=3, da dann $2 ungerade ist. Im Fall eK=2 gilt $2 # [0, 2, 4] und die
geforderte Ungleichung wird au?er fu r $2=0 (was u2=3 bedeutet) erfu llt.
Damit ist (iii) gezeigt.
Zur Behandlung des Falls Pi=G (u1+1) notieren wir folgendes
Lemma 3.6. Sei p=3 und Pi=G (u 1+1). Dann gilt:
ei  A und ei&eP  A.
Beweis. Aus Lemma 2.2(i) and (ii) folgt die Ungleichung
mi, /(Xi )_k+(1+u1r+p(u2&u1) r)( p&1)p &&peK r+r&1
=_k+2&u1r3 &+u1r+2(u2&u1) r&3eKr+r&1.
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Dies impliziert mi, /(Xi )<Wk3X, falls u1r+2(u2&u1) r&3eKr+r0 gilt.
Diese letztere Ungleichung ist wiederum eine einfache Konsequenz aus
1u1 , u23eK 2. Damit gilt also ei  A.
Es ist nun noch ei&eP  A zu zeigen. Wir nehmen ei&eP # A an und
fu hren den Beweis indirekt. Es folgt nun wegen ei  A und eP  A die
Gleicheit mi, /(Xi )=pm0, /(eQi Xi ). Aber Li L0 hat die Sprungnummer u1 r,
woraus man
v0(eQi p
m i, / (X i )+r
i )=_mi, /(Xi )+r+(1+u1r)( p&1)p &&eKr
=m0, /(eQ i Xi )+_r+2+(3eK&$1) r3 &&eK r
=m0, /(eQiXi )+_r+2&$1r3 &
ableitet.
Wegen u1<u2 gilt $12 und daher v0(eQ i p
m i, / (Xi )+r
i )m0, / (eQi Xi ).
Folglich gibt es ein Element x # pmi, / (X i )+ri mit der Eigenschaft vi (e/ eQi x)
pm0, /(eQi Xi )=mi, /(Xi ). Wa hlt man nun y # p
k
L mit ei y=x, so erha lt man
vi ((ei&eP) e/ y)=vi (&eQi e/x)<Wk3X. Also gilt ei&eP  A. K
Damit ist auch der Beweis von (iv) erbracht. K
Um den Beweis von Satz 3.1 zu vervollsta ndigen, genu gt es zu zeigen,
da? in den von Folgerung 3.5 noch nicht erfa?ten Fa llen kein Element
der Form ei , ei&eP oder ei+ej&eP fu r i, j # [1, 2, 3, 4], i{j, in der asso-
ziierten Ordnung A(E[P]; k)/ enthalten sein kann.
Lemma 3.7. Sei p=3, eK=1 und P nicht-zyklisch von der Ordnung 9.
Dann entha lt A(E[P]; k)/ kein Element der Form ei , ei&eP oder
ei+ej&eP fu r i, j # [1, 2, 3, 4], i{j.
Beweis. Zur Abku rzung schreiben wir wieder A=A(E[P]; k)/ .
Wegen eK=1 hat man u1=u2=1 (siehe Lemma 2.2 (iv)) und daher ist
c :=mi, /(Xi ) unabha ngig von der Wahl von i # [1, 2, 3, 4]. Eine einfache
Rechnung unter Verwendung von Lemma 2.2 (i), (ii) zeigt
c<kp|&r, (4)
insbesondere gilt also ei  A.
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Nehmen wir nun an, da? ei&eP oder ei+ej&eP , i{j, in A enthalten
ist. Dann gilt auch f $j ei # A und (4) zusammen mit Lemma 2.2 (iii)
impliziert c#0 modulo p. Fu r jede ganze Zahl =0 gilt nun
v0(eQi p
c+=r
i )=_c+=r+(1+r)( p&1)p &&r
=
c
p
+_(=&1) r+p&1p & ,
und mittels Lemma 2.2(i) folgt hieraus
m0, /(eQ i p
c+=r
i )={cp
&1,
cp&1+r,
falls ==0, 1,
falls =>1.
(5)
Insbesondere ergibt sich fu r ein x # Li mit der Eigenschaft vi (x)=c+r
unmittelbar vi (eQi e/ x)=c. Fu r ein y # p
k
L mit vi (ei y )=c+r gilt dann
vi ((ei&eP) e/ y )=vi (eie/ y&ePe/ y)=c,
und daher ei&eP  A. Au?erdem kann das Gitter (ei&eP) e/ pkL/Li kein
Element vom vi -Wert c+r enthalten. Wegen c#0 modulo p kann man
na mlich jedes ; # ei e/pkL in der Form ;=;0+;1 schreiben, wobei ;0 # L0
und vi (;1)=c+=r mit einer ganz rationalen Zahl =1 ist. Ferner gilt aber
(ei&eP) ;=(1&eQi ) ;1 und aus (5) folgert man leicht, da? kein solches
Element den vi -Wert c+r haben kann. Sei nun x # pkL und es gelte
vi (eje/x)=c+r. Dann folgt
vL((ej+ei&eP) e/ x)=vL(eje/x+(ei&eP) e/x)
vL(eje/x)=p(c+r)<p kp| .
Also gilt ei+ej&eP  A fu r alle i, j # [1, 2, 3, 4]. K
Lemma 3.8. Sei p=3, eK=2, u2=3 und P nicht-zyklisch von der
Ordnung 9. Dann entha lt A(E[P]; k)/ kein Element der Form ei , ei&eP
oder ei+ej&eP fu r i, j # [1, 2, 3, 4], i{j.
Beweis. Sei wieder A=A(E[P]; k)/ und sei c der gemeinsame Wert
von mi, /(Xi ) fu r ein Pi{G (u1+1). Aus Lemma 2.2 folgt
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c_k+(1+u1 r)( p&1)p &&peKr+r&1
<_k+2(1+3r)3 &&6r+r
=k3|&3r. (6)
Damit erha lt man fu r Pi{G (u 1+1) das Resultat ei  A. Nehmen wir nun
an, da? ein Element ei&eP oder ei+ej&eP mit i{j in A enthalten ist.
Dann ist auch f $j ei # A und zusammen mit (6) und Lemma 2.2(iii) liefert
dies c#0 modulo 3. Nun hat aber Li L0 wegen Pi{G (u1+1) die
Sprungnummer 3r und damit la ?t sich zeigen, da? mi, /(eQi p
l
i)l fu r alle
l # Z gilt. Als einfache Konsequenz hieraus erha lt man mi, /((ei&eP) pkL)=
c+r und damit ei&eP  A. Es gelte nun zusa tzlich Pj{G (u 1+1), i{j. Fu r
x # pkL mit vj (eje/x)=c folgt jetzt
vL((ej+ei&eP) e/x)=vL(eje/x)=3c<k
und daher ej+ei&eP  A.
Letzlich bleibt nur noch der Fall Pi0=G
(u1+1) zu betrachten. Wegen
Lemma 3.6 genu gt es ei0+ei&eP  A fu r alle i # [1, 2, 3, 4]"[i0] zu zeigen.
In diesem Fall findet man durch eine einfache Rechnung mi 0 , /(Xi 0 )>
c+r=mi, /((ei&eP) pkL), und hieraus folgert man
mL, /((ei0+ei&eP) p
k
L)=p(c+r)<k. K
4. Ein Algorithmus
In Anbetracht der vielen technischen Schwierigkeiten im Beweis von Satz
3.1 scheint die Berechnung von assoziierten Ordnungen im allgemeinen ein
fast hoffnungsloses Problem darzustellen. Daher ist es sehr nu tzlich einen
effektiven Algorithmus zur Hand zu haben, um an konkreten Beispielen
mo gliche Hypothesen zu testen. Ein solches Verfahren zur numerischen
Berechnung assoziierter Ordnungen wollen wir in diesem Abschnitt
vorstellen.
Sei R im folgenden stets ein Hauptidealring. Wir bezeichnen mit M
den Quotientenko rper von R. Sei weiter N eine endliche, galoissche
Erweiterung von M vom Grade n mit Galoisgruppe G=GNM .
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Sei nun XN ein volles R[G]-Gitter auf N. Die assoziierte Ordnung
A(X ) von X wird in der u blichen Weise definiert:
A(X )=[* # M[G] | *(X )X].
Ziel dieses Abschnittes ist es nun, einen Algorithmus zur expliziten
Berechnung der Ordnung A(X ) zu entwickeln. Natu rlich ist es dazu not-
wendig, den Modul X, sowie die vom ihm induzierte Darstellung der
Gruppe G, explizit zu kennen. Daher nehmen wir fu r das weitere an, da?
X durch eine R-Basis |1 , ..., |n gegeben ist. Die durch diese Basiswahl
festgelegten Darstellungsmatrizen fu r _ # G bezeichnen wir mit A(_), also
|1 |1
\ b +
_
=A(_) \ b + , A(_) # Gln(R).|n |n
Sei nun %=nj=1 tj |j , tj # R, ein Element von X, das eine Normalbasis
von NM erzeugt. Wir bezeichnen mit A% das wie folgt definierte R[G]-
Teilgitter von M[G]:
A%=[* # M[G] | *(%) # X].
Das Verfahren zur Berechnung der assoziierten Ordnung A(X ) beruht nun
ganz wesentlich auf folgendem
Lemma 4.1. (i) A% ist ein A(X)-Linksideal im Sinne von [8], VI, 9 1,
Definition 3.
(ii) Die assoziierte Ordnung A(X) ist der Linksmultiplikatorenring
von A% ,
A(X )=[* # M[G] | * } A%A%].
Beweis. Offensichtlich ist A% ein linksseitiger A(X )-Modul. Sei
d=[X : R[G] %]R # R. Dann gilt dA%A(X). Damit ist (i) gezeigt. Der
Punkt (ii) folgt sofort aus A%%=X und unserer Voraussetzung, da? % eine
Normalbasis von NM erzeugt. Daher gilt na mlich fu r * # M[G]:
*(X )X  *(A%%)A%%  *A%A% .
(Siehe auch [11], Chapitre I, 2.) K
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Im ersten Schritt des Algorithmus berechnen wir A% . Dazu bestimmen
wir Elemente *i # M[G], die der Eigenschaft
*i (%)=|i , i=1, ..., n,
genu gen. Da % eine Normalbasis von NM erzeugt, sind diese Gleichungen
eindeutig lo sbar und es gilt offensichtlich
A%=(*1 , ..., *n) R .
Setzt man *i=_ # G x__ an, so ist zur expliziten Berechnung von *i nur
das lineare Gleichungssystem zu lo sen, das durch Koeffizientenvergleich
aus
*i (%)= :
n
k=1 \ :_ # G \ :
n
j=1
tjA(_) jk+ x_+ |k=|i
entsteht.
Zur Berechnung von A(X ) wenden wir nun Lemma 4.1 (ii) an. Es ist
also der Linksmultiplikatorenring des Gitters A% zu berechnen.
Hierzu betrachten wir die folgende nicht-ausgeartete, symmetrische
Bilinearform
( } , } ): M[G]_M[G]  M,
die durch die Festlegung
(_, {)={1,0,
falls _{=1,
sonst,
_, { # G,
definiert wird. Man verifiziert leicht (*1*2 , *3) =(*1 , *2*3) fu r
*1 , *2 , *3 # M[G].
Fu r einen R[G]-Modul Y in M[G] bezeichnen wir den R-dualen
Modul mit Y*,
Y*=[* # M[G] | (Y, *)R].
Wir berechnen zuna chst die Dualbasis zu *1 , ..., *n , welche wir mit
*1*, ..., *n* bezeichnen. Hierzu hat man fu r jedes j # [1, ..., n] das lineare
Gleichungssystem
(*i , *j*) =$ij , i=1, ..., n,
zu lo sen.
Sei nun A%A%*=(*i*j*: 1i, jn) R . Wegen 1 # A% ist A%A%* ein volles
R[G]-Gitter auf M[G]. Es gilt nun das folgende
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Lemma 4.2. A%A%*=A(X)*.
Beweis. Wir zeigen zuna chst die Inklusion A%A%*A(X)*. Hierfu r
genu gt es *i*j* # A(X )* fu r 1i, jn zu beweisen. Dies ergibt sich sofort
aus (A(X ), *i*j*) =(A(X ) *i , *j*) und A(X ) *iA% . Zum Beweis der
anderen Inklusion zeigen wir (A%A%*)*A(X ). Sei dazu ! # (A%A%*)*,
d.h.
(*i *j*, !) # R (7)
fu r 1i, jn. Nach Lemma 4.1 (ii) haber wir !A%A% zu zeigen. Hierfu r
genu gt es wiederum !*i # A% , i=1, ..., n, nachzuweisen. Da *1 , ..., *n eine
Basis von M[G] u ber M ist, gibt es eine Darstellung
!*i= :
n
j=1
xj*j mit xj # M.
Es ist zu zeigen, da? xj # R fu r j=1, ..., n gilt. Dies folgt aus (7) und
(*i *k*, !) =(!*i , *k*) = :
n
j=1
xj (*j , *k*) =xk , k=1, ..., n. K
Durch nochmaliges Dualiseren von A%A%* erha lt man also die gesuchte
assoziierte Ordnung A(X ). In diesem Schritt liegt allerdings die
Hauptschwierigkeit bei einer Implementierung des Algorithmus. Der
Modul A% A%* ist durch die n2 Erzeugenden *i *j*, 1i, jn, gegeben und
vor der Berechnung des dualen Moduls ist zuna chst eine R-Basis von
A%A%* zu finden. Sei dazu
*i *j*= :
_ # G
cij, __ mit cij, _ # R, 1i, jn.
Die Matrix C=(cij, _)1i, jn, _ # G # Rn
2_n kann nun auf Hermitesche Nor-
malform gebracht werden, d.h. es gibt eine Matrix U # Gln2(R), so da?
H(C )=UC obere Dreiecksgestalt hat. Wir bezeichnen die Elemente von G
mit _1 , ..., _n . Offensichlich ist dann durch
H(C ) \
_1
b
_n+=\
&1
+
b
&n
0
b
0
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eine Basis &1 , ..., &n von A%A%* gegeben. Da die Berechnung der Her-
miteschen Normalform aber nur u ber einem euklidischen Grundring R
effektiv durchfu rbar ist, mu? man bei einer Implementierung des Ver-
fahrens zusa tzlich fordern, da? R euklidisch ist. Um numerische Schwierig-
keiten zu vermeiden, empfiehlt es sich einen ‘‘Algorithmus modulo D’’
(siehe [7], 9 2.4.2) zu verwenden, etwa eine Variante von [7], Algorithmus
2.4.6. Dazu ist die Kenntnis einer Zahl D # R erforderlich, die ein Vielfaches
von [R[G]: A% A%*]R ist. In vielen Fa llen ist eine Maximalordnung M
mit R[G]A(X)M bekannt und man kann beispielsweise D=
[M : R[G]]R benutzen.
5. Beispiele
In diesem Abschnitt wollen wir zwei explizite Beispiele berechnen, in
denen GLK jeweils elementar-abelsch von der Ordnung 32 ist. Bereits in
diesem einfachen Fall fehlen explizite Beschreibungen der assoziierten
Ordnungen A(K[GLK ]; i ), i # Z. In beiden Beispielen liefert der Fall i=3
ein Gegenbeispiel zur Vermutung aus ([4], 9 4.3) (siehe auch [5]).
Bei unseren Beispielen handelt es sich um gewisse abelsche
Erweiterungen NM von imagina r-quadratischen Zahlko rpern M, deren
Komplettierung nach einem geeigneten Primideal von M die im ersten Teil
der Arbeit beschriebene lokale Situation liefert. Wir benutzen hierzu
explizite Resultate von R. Schertz ([17], [18]), der fu r gewisse Strahlklas-
senerweiterungen von M Potenzganzheitsbasen u ber dem Hilbertschen
Klassenko rper konstruiert hat. Der Vollsta ndigheit halber werden diese
Resultate kurz dargestellt. Sei M ein imagina r-quadratischer Zahlko rper, f
ein ganzes Ideal in M, M(f) der Strahlklassenko rper modulo f u ber M und
M(1) der Hilbertsche Klassenko rper. Wir betrachten nun folgende Nor-
mierung der Weierstra?schen ^-Funktion:
Definition 5.1. Fu r ein ganzes Ideal f in M mit der Z-Basis f=
Z|1+Z|2 , Im |1|2>0, und ! # K"f setzt man
P(! | f)=\= ^(! | f)6- 2(f) +
e
mit einer geeigneten Einheit = (siehe [17] und [18]) und e= 12*+M , wobei
+M die Gruppe der Einheitswurzeln in M bezeichnet. Ferner ist 2 die
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Diskriminante aus der Theorie der Modulfunktionen und deren Wurzel
wird durch
6- 2(f)=(2?)2 ’ \|1|2+
4
|&22
festgelegt. ’ bedeutet die Dedekindsche ’-Funktion.
Es ist zu bemerken, da? die Werte der P-Funktion durch Auswerten der
q-Entwicklungen der Weierstra?schen ^-Funktion ([15], Chapter 4, 9 2)
und der Dedekindschen ’-Funktion ([21] Ch. I, 9 4, Prop. 6) auf einfache
Weise numerisch zu berechnen sind.
Seien nun f, g zwei ganze Ideale in M, $ # M ein primitiver f-Teilungs-
punkt und ! # M ein primitiver g-Teilungspunkt von Cfg. Setzt man nun
%=P($ | fg)&P(! | fg),
so erha lt man den folgenden
Satz 5.2. ([17], Satz 4). Ist g zusammengesetzt und teilt f nicht 2OM ,
so gilt:
OM ( f )=OM(g )[%], falls g | f,
OM( f ) M(g )=OM(g )[%&1], falls ggT(g, f)=1.
Ferner sei darauf hingewiesen, da? die sa mtlichen Konjugierten %_,
_ # GM( f )M(1) von % bekannt und explizit berechenbar sind (siehe [17],
Satz 2). Es wurden nun die folgenden Beispiele betrachtet:
M p f g $ !
Q(- &1) 3 (32) p2 p5=(1+- &1)(2+- &1) (1+- &1)(2+- &1) 9
Q(- &7) 3 (32) p2 p2=(2) 2 9
In diesen Fa llen ergibt sich M(g)=M(1)=M und aus Satz 5.2 folgt daher,
da? %&1 eine Potenzganzheitsbasis von M(f) u ber M erzeugt. U berdies ist
das Primideal p=( p) in M( p2)M voll verzweigt und %&1 erzeugt das u ber
p liegende Primideal von M(f) (siehe [17], Formel (12) und Satz 3).
Sei nun H die maximale Untergruppe von GM( f )M von p-fremder
Ordnung und N=Fix(H ). Wir definieren
?=NM( f )N (%&1).
Damit erzeugt ? das u ber p=( p) liegende Primideal von N.
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Komplettiert man nun die Erweiterung NM bezu glich der p-adischen
Bewertung, so erha lt man eine lokale Erweiterung LK.
Sei nun R die Lokalisierung (nicht Komplettierung) von OM bezu glich p.
Wir betrachten das Gitter
L?=[?_ : _ # GNM] _ { 1p SpNM (?)=R .
Lemma 5.3. Fu r die Komplettierungen der Gitter ?iL? , i # Z, bezu glich p
gilt:
(?i L?)p=p iL .
Beweis. Fu r jedes } # L mit vL(})=1 gilt
OL=OK [GLK ] {1, p&1 :g # GLK g= }
(siehe [4], Proposition 2.2). Hieraus folgt leicht die Behauptung. K
Die Gitter ?iL? , i # Z, sind also R[GNM]-Moduln und es gilt:
A(?iL?)p=A(K[GLK]; i ).
Zur Berechnung von A(?iL?) beno tigt man noch die von ?iL? induzierte
Darstellung der Galoisgruppe. Sei dazu |1 , ..., |n eine R-Basis von ?iL?
(etwa [?i?_ : _ # GNM "[1]] _ [(?ip) SpNM (?)]). Zur Berechnung der
Darstellungsmatrizen A(_) sind die Koeffizienten aij folgender Gleichungen
|_i = :
n
j=1
aij|j , 1in, _ # GNM ,
zu bestimmen. Dazu betrachte man das lineare Gleichungssystem
|_{i = :
n
j=1
aij|{j , { # GNM . (8)
Da |1 , ..., |n ebenfalls eine Basis von NM darstellt, ist die Matrix
(|{j )1 j n, { # GNM regula r und (8) ist somit eindeutig lo sbar.
Offensichtlich genu gt es die assoziierten Ordnungen fu r 0i< p2 zu
beschreiben. Ferner kann man die Zahl der zu berechnenden assoziierten
Ordnungen durch Dualita tsbetrachtungen weiter reduzieren. Sei dazu
p iL*=[l # L | SpLK (l } p
i
L)OK].
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Dies ist auf natu rliche Weise wieder ein GLK-Modul und es ist leicht
nachzurechnen, da?
A(p iL*)=A(p
i
L)
gilt, wobei & den von _ [ _&1 induzierten Automorphismus von K[GLK ]
bedeutet. Ferner berechnet man DLK=p2p
2&2
L fu r die Differente von LK,
und somit p iL*=p
&2p 2+2&i
L . Damit erha lt man folgende Paarungen dualer
Ideale: (OL , p2L), (pL , pL), (p
i
L , p
p2+2&i
L ), 3i p
2&1.
Au?erdem lassen sich in unseren speziellen Beispielen die assoziierten
Ordnungen A(K[GLK]; i ) fu r i=0, 1 and 5 auf theoretischem Wege
explizit berechnen (siehe [5] oder [4], 9 4.3). Daher beschra nken wir uns
bei der Darstellung der numerischen Resultate im Anhang auf die Fa lle
i=3, 4.
6. Anhang
Im folgenden werden nun die numerischen Werte aufgefu hrt, die bei der
Berechnung der Beispiele aus Abschnitt 5 erhalten wurden. Von beson-
derem Interesse ist in beiden Beispielen der Fall i=3. Es zeigt sich hier,
da? die Vermutung aus ([4], 9 4.3) nicht zutrifft (siehe auch [5]). Dieser
Fall liefert ebenfalls ein Beispiel fu r eine Erweiterung KQp , die zwar
unverzweigt ist, fu r die aber dennoch
A(K[GLK ], i ){A(Qp[GLK], i )Z p OK
fu r eine ganze Zahl i gilt.
Beispiel 1
Sei zuna chst M=Q(- &1). Es sei stets GNM=[_1 , ..., _9] die
Galoisgruppe von NM. Es ergibt sich folgende Multiplikationstabelle:
_1 _2 _3 _4 _5 _6 _7 _8 _9
_1 _1 _2 _3 _4 _5 _6 _7 _8 _9
_2 _2 _3 _1 _8 _7 _4 _9 _6 _5
_3 _3 _1 _2 _6 _9 _8 _5 _4 _7
_4 _4 _8 _6 _9 _2 _7 _3 _5 _1
_5 _5 _7 _9 _2 _6 _1 _4 _3 _8
_6 _6 _4 _8 _7 _1 _5 _2 _9 _3
_7 _7 _9 _5 _3 _4 _2 _8 _1 _6
_8 _8 _6 _4 _5 _3 _9 _1 _7 _2
_9 _9 _5 _7 _1 _8 _3 _6 _2 _4
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Fu r das Element ? und seine Konjugierten erhalten wir:
?_ 1=&0.02766111658215204916245759905809975285872430753078
&0.01917154117376999686427971074241768817808221845456 V i,
?_ 2=&0.55793414361405546235961491667940147213799834727687
&0.65316297966396176314626984947036847359013194461323 V i,
?_ 3=&0.02275804891249818281232907316307907789814753723893
+0.22487753747515117515397248713250965065676097666606 V i,
?_ 4=2.09253785824783528454814986367316153132095030993148
&0.25999118714293388806988594151153091708540943279176 V i,
?_ 5=&8.7518780811848992089948261346398504334995913222117
+3.61776442292625116971875099092197487848879967452715 V i,
?_ 6=&2.69611270251863372116529072428401279712909538133726
+0.58619964915161419984688076739264656556019610361208 V i,
?_ 7=&0.5491516345844688201604460295067416475649518026941
+0.50168003899712281270315193522160310293146019471298 V i,
?_ 8=&2.35978825456867791294862613596636881299640626281025
+2.8275135031854295438303834388745960898078191595919 V i,
?_ 9=&2.12725387628244992694455925037560753723603534693471
+2.17129055621509671682729588218098679110858718662288 V i.
Durch Berechnung der elementarsymmetrischen Funktionen erhalten wir
das Minimalpolynom u ber M von ?:
x9+(15&9i ) x8+(36&90i ) x7&(90+171i ) x6&(171&252i ) x5
+(333+828i ) x4+(567+756i ) x3+(441+261i ) x2
+(81&36i ) x+3.
Wir berechnen nun mit dem Verfahren aus Abschnitt 4 die assoziierten
Ordnungen der Gitter ?iL? fu r i=3, 4. Hierfu r sei A(M[GNM]; ?iL?)=
(*1 , ..., *9) R .
382 BLEY UND BURNS
File: 641J 196323 . By:CV . Date:10:07:96 . Time:07:47 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2699 Signs: 1035 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Der Fall i=3
*1=_1 , *2=(801&739 V i) _3 , *3=(739+801 V i) _2
*4=(&739&801 V i) _9 , *5=(&739&801 V i ) _6 ,
*6=(&801+739 V i) _5 , *7=(739+801 V i ) _8 ,
*8= 13(1+1 V i ) _1+
1
3(739+801 V i) _2+
1
3 (1540+62 V i) _3
+13(&1540&62 V i) _5+
1
3 (&801+739 V i) _6+
1
3 (&739&801 V i) _7
+13(801&739 V i) _8+
1
3(62&1540 V i) _9
*9= 13(&1+1 V i ) _1+(&31+770 V i) _2+
1
3(1447+2372 V i ) _3
+13(&31+770 V i) _4+
1
3 (&1509&832 V i) _5+
1
3 (&1571+708 V i ) _6
+13(31&770 V i) _7+
1
3 (1509+832 V i) _8+
1
3 (1571&708 V i) _9 .
Um A(M[GNM]; ?3 L?) in scho nerer Form anzugeben, beno tigen wir
weitere Notation. Die 4 Untergruppen von GNM der Ordnung 3 seien
gegeben durch
H1=[_1 , _2 , _3], H2=[_1 , _4 , _9],
H3=[_1 , _5 , _6], H4=[_1 , _7 , _8].
Die zugeho rigen Untergruppenidempotente bezeichnen wir mit
ei , i=1, 2, 3, 4. Sei weiter f=_5&1. Dann gilt:
*=f V (e1+(1+i ) e2) # A(M[GNM ]; ?3L?).
Explizit findet man folgende Darstellung:
*= 11187722 ((&791794&395394 V i) *1+(801+739 V i) *2+(1440&62 V i) *3
+(801+739 V i) *}4+(&801&739 V i) *5+(739&801 V i) *6
+(739&801 V i) *7+(801+739 V i) *8+(&1478+1602 V i) *9).
Damit hat A(M[GNM]; ?3L?) die folgende Gestalt:
A(M[GNM ]; ?3L?)=(_: _ # GNM , *, peG) R .
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Der Fall i=4
*1=_1 , *2=(&739&801 V i ) _3 , *3=(801&739 V i ) _2 ,
*4=(&739&801 V i ) _9 , *5=(739+801 V i ) _6 ,
*6=(770+31 V i ) _2+(31&770 V i ) _3+(&31+770 V i ) _5
+(31&770 V i ) _9 ,
*7=(770+31 V i ) _2+(&31+770 V i ) _6+(&770&31 V i ) _8 ,
*8=(770+31 V i ) _2+(&770&31 V i ) _7+(31&770 V i ) _9 ,
*9= 13 (&1+1 V i ) _1+
1
3 (&1540&62 V i ) _2+
1
3 (&1540&62 V i ) _3
+13(770+31 V i ) _4+
1
3 (770+31 V i ) _5+
1
3 (&1540&62 V i ) _6
+13(770+31 V i ) _7+
1
3 (770+31 V i ) _8+
1
3 (&1540&62 V i ) _9 .
Es gilt:
A(M[GNM ]: ?4L?)=(_: _ # GNM , peG ) R .
Beispiel 2
Sei nun M=Q(- &7) und :=(1+- &7)2. Es wurde die folgende
Multiplikationstabelle berechnet:
_1 _2 _1 _3 _4 _5 _6 _7 _8 _9
_1 _1 _2 _3 _4 _5 _6 _7 _8 _9
_2 _2 _3 _1 _7 _6 _8 _9 _5 _4
_3 _3 _1 _2 _9 _8 _5 _4 _6 _7
_4 _4 _7 _9 _6 _3 _1 _8 _2 _5
_5 _5 _6 _8 _3 _7 _9 _1 _4 _2
_6 _6 _8 _5 _1 _9 _4 _2 _7 _3
_7 _7 _9 _4 _8 _1 _2 _5 _3 _6
_8 _8 _5 _6 _2 _4 _7 _3 _9 _1
_9 _9 _4 _7 _5 _2 _3 _6 _1 _8
Fu r ? und seine Konjugierten ergibt sich
?_ 1=&0.20148443333056884289584763338817989642433858227896,
?_ 2=&12.25794364480198842360454245004484828876986747569614,
?_ 3=&15.60253789426751139165570049189857110638634997244825,
?_ 4=1.26073093406634246754368809117585016438305535192933
&1.01707559110484047688597565548524415869623525911601 V i,
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?_ 5=1.26073093406634246754368809117585016438305535192936
+1.01707559110484047688597565548524415869623525911601 V i,
?_ 6=&0.02895326846113448018411300682779781648598729916795
+0.21044767809174608919883893512493041846560351327044 V i,
?_ 7=&0.02895326846113448018411300682779781648598729916794
&0.21044767809174608919883893512493041845560351327043 V i,
?_ 8=0.79920532059482634171847020331774729789320996246103
+0.13697627580285178942846077778258405926007975552868 V i,
?_ 9=0.79920532059482634171847020331774729789320996246102
&0.1369762758028517894284607777825840592600797555287 V i.
Das Element ? genu gt folgender Minimalgleichung:
x9+24x8+90x7&567x6+1089x5&783x4+117x3+36x2+9x+3.
Strukturiell sind die Resultate in diesem Beispiel vo llig analog zum ersten
Beispiel.
Der Fall i=3
*1=_1 , *2=10900_3 , *3=&5450_2+5450_3 ,
*4=(10900&10900 V :) _6 , *5=10900 V : V _7 ,
*6=(&5450+5450 V :) _4+(5450&5450 V :) _6 ,
*7=5450 V : V _5+5450 V : V _7 ,
*8= 13 _1+
1
3 (2180&2180 V :) _2+
1
3 (&6540+15260 V :) _3
+13 (6540&2180 V :) _4+
1
3(&2180&2180 V :) _5
+13 (&37060+8720 V :) _6+
1
3 (&34880+8720 V :) _7+
2180
3 _9 ,
*9= 13 (1090&2180 V :) _2+
1
3 (&7630+15260 V :) _3
+13 (5450&2180 V :) _4+
1
3(&3270&2180 V :) _5
+13 (&38150+8720 V :) _6+
1
3 (&35970+8720 V :) _7
+13 (&35970+8720 V :) _7
&10903 _8+
1090
3 _9 .
385ASSOZIIERTE ORDNUNGEN
File: 641J 196326 . By:CV . Date:10:07:96 . Time:07:48 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2347 Signs: 715 . Length: 46 pic 0 pts, 194 mm
Seien
H1=[_1 , _2 , _3], H2=[_1 , _4 , _6],
H3=[_1 , _5 , _7], H2=[_1 , _8 , _9].
die Untergruppen der Ordnung 3 und f=_5&1. Dann gilt:
*=f V (e1+(1+2 V :) e2) # A(M[GNM]; ?3L?).
Explizit hat man die Darstellung
*= 121800 ((&14540&14540 V :) *1+(14&4 V :) *2+8*3
+(&12+9 V :) *4+(18&6 V :) *5+(&8+8 V :) *6
+(6+2 V :) *7+(20+20 V :) *8&20 V *9).
Es folgt also:
A(M[GNM ]; ?3L?)=(_: _ # GNM , *, peG) R .
Der Fall i=4
*1=_1 , *2=&10900_3 , *3=&10900_2 ,
*4=(10900&10900 V :) _6 , *5=10900 V : V _7 ,
*6=(&10900+10900 V :) _4 ,
*7=&10900 V : V _5 ,
*8=(&2180&4360 V :) _2+(2180+2180 V :) _3
+(&10900+2180 V :) _4+4360 V : V _5
+(&2180+2180 V :) _6+(4360+2180 V :) _7
&4360_9 ,
*9=&13_1+
2180
3 _2&
4360
3 _3+
1
3(&17440&13080 V :) _4
+13(&30520+13080 V :) _5&
17440
3 _6
&174403 _7&
4360
3 _8&
4360
3 _9 .
Hier gilt
A(M[GNM ]; ?4L?)=(_: _ # GNM , peG) R .
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